KARTA PRZEDMIOTU

I Dane podstawowe
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Nazwa przedmiotu

Podstawy miary i catki Lebesgue'a

Nazwa przedmiotu w jezyku angielskim

Foundations of Lebesgue's measure and integral

Kierunek studiow

Matematyka

Poziom studiéw (I, Il, jednolite magisterskie)

Forma studidw (stacjonarne, niestacjonarne) stacjonarne
Dyscyplina Matematyka
Jezyk wyktadowy polski

Koordynator przedmiotu/osoba odpowiedzialna | dr hab. August Zapata

Forma zaje¢ (katalog Liczba godzin

zamkniety ze stownika)

semestr Punkty ECTS

wyktad 30

3/5 5

konwersatorium

¢wiczenia 30

3/5

laboratorium

warsztaty

seminarium

proseminarium

lektorat

praktyki

zajecia terenowe

pracownia dyplomowa

translatorium

wizyta studyjna

Wymagania wstepne

i wielu zmiennych)

mnogosci)

Wstep do rachunku rézniczkowego i catkowego, Analiza matematyczna li Il
(ciggi i szeregi liczbowe, rachunek rdzniczkowy i catkowy funkcji jednej

Wstep do matematyki, Topologia przestrzeni metrycznych (podstawy teorii

. Cele ksztatcenia dla przedmiotu

Poznanie podstaw ogdlnej teorii miary.

Poznanie miary Lebesgue'a

Poznanie catki Lebesgue'a
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. Efekty uczenia sie dla przedmiotu wraz z odniesieniem do efektdw kierunkowych
. . Odniesienie do efektu
Symbol Opis efektu przedmiotowego kierunkowego
WIEDZA

wW_01 Studenci rozumiejg budowe teorii miary, poznajg ogdlna K_wWo03
konstrukcje miary przy pomocy miary zewnetrznej

W_02 Studenci poznajg najwazniejsze definicje i twierdzenia teorii K_Wo04
miary i catki

W_03 Studenci poznaja konstrukcje miary Lebesgue'a i jej wtasnosci K_W03, K_Wo4,

K_WO05
W_04 Studenci poznaja konstrukcje catki wzgledem dowolnej miary K_W03, K_ W04
UMIEJETNOSCI

U 01 Studenci umiejg oblicza¢ miare Lebesgue'a réznych zbioréw K_U01, K_U09

U 02 Studenci umiejg obliczaé catki Lebesgue'a réznych funkcji K_U13
mierzalnych

U 03 Studenci umiejg stosowac miare i catke Lebesgue'a w réznych K_U14
zagadnieniach teoretycznych oraz praktycznych

KOMPETENCIJE SPOLECZNE

K_01 Studenci precyzyjnie formutujg pytania stuzace pogtebieniu K_K02
zrozumienia tematu oraz uzupetnieniu brakujgcych elementéw
rozumowania

Iv. Opis przedmiotu/ tresci programowe

Pojecia ciata i o-ciata zbiordw. Ciata i o-ciata generowane przez rodziny zbioréw. Lemat o istnieniu
najmniejszego ciata i o-ciata zbioréw generowanego przez dang rodzine zbioréw.

Definicja miary. Ogdlne wtasnosci miar (monotonicznos¢, skoriczonosé i pétskornczonos,
subaddytywnos¢, graniczne wartosci na monotonicznych ciggach zbioréw). Zbiory miary zero i
twierdzenie o uzupetnianiu miary.

Warunek mierzalnosci oraz lemat Caratheodory'ego.

Miara zewnetrzna i twierdzenie Caratheodory'ego o wyznaczaniu miary poprzez miare zewnetrzng.
Twierdzenie o rozszerzaniu miary z ciata na o-ciato.

Miara zewnetrzna Lebesgue'a. Konstrukcja miary Lebesgue'a.

Zwigzek miary Lebesgue'a z objetoscig zbiordow w przestrzeni euklidesowej.

Miara zewnetrzna metryczna w przestrzeni metrycznej i mierzalnosc zbioréw borelowskich.
Mierzalnos¢ zbioréw borelowskich w sensie Lebesgue'a. Zbidr Cantora i twierdzenie o istnieniu
zbioréw nieborelowskich mierzalnych w sensie Lebesgue'a.

Warunki de la Vallée-Poussina mierzalnosci zbiorow w sensie Lebesgue'a.

Przesuwalno$é miary zewnetrznej Lebesgue'a i miary Lebesgue'a.

Konstrukcja zbioru niemierzalnego w sensie Lebesgue'a.

Pojecie mierzalnosci funkcji wzgledem o-ciata zbioréw.

Mierzalnos¢ funkcji otrzymanych w wyniku réznych operacji algebraicznych na funkcjach
mierzalnych. Ciggi funkcji mierzalnych, mierzalnos$¢ supremum, infimum i granic ciggéw funkcyjnych.
Podstawowe wtasnosci funkcji prostych zwigzane z mierzalnoscig. Twierdzenie o aproksymacji
funkcji mierzalnych funkcjami prostymi.

Catkowanie funkcji prostych. Wtasnosci catki funkcji prostych (dodatnios¢, dodatnia jednorodnosé,
liniowosé, monotonicznosé, addytywnosc catki jako funkcji zbioru).

Dwa podstawowe lematy o catkowaniu ciggdw funkcji prostych. Konstrukcja catki Lebesgue'a.
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Najwazniejsze wtasnosci catki Lebesgue'a (rownos¢ catek funkcji rownych p.w., nieujemnosé na
funkcjach nieujemnych, znikanie na funkcjach zerowych i zbiorach miary zero, jednorodnosg,

liniowos¢, monotonicznosé operacji catkowania, skoficzonosé p.w. funkcji catkowalnej, addytywnos¢

catki jako funkcji zbioru, réwnos¢ catek na zbiorach réznigcych sie o zbidr miary zero,
monotonicznos¢ catki funkcji nieujemnej jako funkcji zbioru, twierdzenie o wartosci sredniej).
Kryteria catkowalnosci funkcji w sensie Lebesgue'a.
Zbieznos¢ prawie wszedzie i jej podstawowe wiasnosci.
Zbieznos¢ wedtug miary i jej podstawowe wtasnosci.
Zwigzki miedzy réznymi rodzajami zbieznosci.

Twierdzenie Beppo-Levi. Twierdzenie Lebesgue'a o catkowaniu ciggdéw monotonicznych i twierdzenia

o catkowaniu szeregdéw funkcyjnych. Lemat Fatou.
Twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym przejsciu do granicy pod znakiem catki.
Informacje na temat przestrzeni funkcji catkowalnych.

V. Metody realizacji i weryfikacji efektéw uczenia sie
Symbol Metody dydaktyczne Metody weryfikacji Sposoby dokumentacji
efektu (lista wyboru) (lista wyboru) (lista wyboru)
WIEDZA

W_01 Wyktad konwencjonalny Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej
Egzamin / Zaliczenie pisemne

W_02 Wyktad konwencjonalny Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej
Egzamin / Zaliczenie pisemne

W_03 Wyktad konwencjonalny Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej
Egzamin / Zaliczenie pisemne

W_04 Wyktad konwencjonalny Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej
Egzamin / Zaliczenie pisemne
UMIEJETNOSCI

U o1 Cwiczenia laboratoryjne Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej

U 02 Cwiczenia laboratoryjne Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej

U 03 Cwiczenia laboratoryjne Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy
Sprawdzian pisemny pisemnej

KOMPETENCJE SPOLECZNE

K_01 Metoda problemowa Kolokwium / Test / Oceniony tekst pracy

Sprawdzian pisemny pisemnej
VL. Kryteria oceny, wagi.

W ramach éwiczen 2 kolokwia pisemne (po 5 zadan na kazdym kolokwium, w tym 3 zadania z

problemami do rozwigzania i 2 pytania teoretyczne, kazde zadanie punktowane w skali 0-10 pkt. w
sumie 100 pkt.), kolokwium poprawkowe
W celu uzyskania zaliczenia éwiczen nalezy zaliczy¢ jedno z 2 kolokwidw, uzyskujgc minimum 50%
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pkt., lub kolokwium poprawkowe

Egzamin pisemny sktada sie z dwdch czesci: praktycznej (60%) — polegajgcej na weryfikacji
umiejetnosci zastosowania w praktyce wiedzy zdobytej na wyktadzie oraz ¢wiczeniach, teoretycznej
(40%) — sprawdzajacej wiedze teoretyczng zdobyta na wyktadzie.

Szczegdtowe kryteria sg podane studentom z kazdg edycjg przedmiotu.



VII. Obcigzenie pracg studenta
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Forma aktywnosci studenta

Liczba godzin

Liczba godzin kontaktowych z nauczycielem

90

Liczba godzin indywidualnej pracy studenta

60

VIII. Literatura

Literatura podstawowa

R. Sikorski, Funkcje rzeczywiste, t. |, PWN 1958

S. tojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych, PWN 1976
R. L. Schilling, Measures, Integrals and Martingales, Cambridge 2005

Literatura uzupetniajgca

J. Niewiarowski, Zadania z teorii miary




